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交换交叉立方网络在 MM 模型下的条件诊断度研究 

郭晨 1,2，冷明 1,3，彭硕 1，王博 1 
（1. 井冈山大学电子与信息工程学院，江西 吉安 343009； 

2. 广西大学电气工程学院，广西 南宁 530004；3. 清华大学计算机科学与技术系，北京 100084） 

摘  要：交换交叉立方网络（ECQ）是新型互连网络拓扑结构研究的最新成果，交换交叉立方网络在保留超立方

网络的递归结构、高可划分性和高连通性等优点的基础上，具有相对较小的网络直径、更少的连通边和构建成本，

表现出更高的性价比。以交换交叉立方网络为研究对象，通过对交换交叉立方网络拓扑结构的研究，得出交换交

叉立方网络的一系列拓扑性质与连通度定理。进而，根据连通度与诊断度的关联关系首次得出交换交叉立方网络

ECQ(s, t)在 MM 模型下的条件诊断度为 3 2s − ，其中， 2t s≥ ≥ 。研究成果将为交换交叉立方网络的可靠性评价

提供关键性参数，具有重要的理论价值和现实意义。 
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Conditional diagnosability of exchanged 
crossed cube under the MM model 
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Abstract: Exchanged crossed cube (ECQ) was the latest achievement in the study of novel interconnection network to-
pology. ECQ retained the advantages of hypercube such as recursive structure, high partitionability and strong connectiv-
ity, with better properties than other variations of hypercube in terms of the smaller diameter, fewer links, and lower cost 
factor, which indicated more balanced consideration among performance and cost. As the study object, after topological 
analyzing, some important topological properties and connectivity theorems of ECQ were introduced, then the condition-
al diagnosability of ECQ(s,t) was determined under the MM model, which was 3 2s −  for 2t s≥ ≥ . The research re-

sults will provide the key parameters for the reliability evaluation of ECQ in the future. So it has important theoretical 
significance and application value.  
Key words: exchanged crossed cube, conditional t-diagnosable, conditional fault set, MM model, conditional diagnosability 
 

1  引言 

半个世纪以来，高性能集成电路的普及推动着半

导体工艺技术的不断进步，在经历了 4 个阶段的发展

之后，现在的芯片集成度越来越高，而尺寸却越来越

小。半导体工艺技术不断发展的同时，社会需求也在

不断向前进步，传统的单处理器计算机系统由于处理

器运算性能受制于芯片工艺极限，已经无法满足当前

的计算需要，于是，按照新型互连网络拓扑结构进行

架构的多处理器计算机系统应运而生。 
由于新型互连网络结构的递归性、高可划分

性、高连通性以及相对较小的网络直径等特征，使
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其具有低成本、高容错等优点。经过半个世纪的发

展，新型互连网络拓扑结构已经发展成一个具有多

层继承关系的集族，包括超立方网络（hypercube，简

称 Qn）
[1]、折叠立方网络（folded hypercube，简称

FQn）
[2]、交叉立方网络（crossed cube，简称CQn）

[3]、

莫比乌斯立方网络（Möbius cube，简称 MQn）
[4]、

平衡立方网络（balanced hypercube，简称BHn）
[5]、扭

立方网络（twisted cube，简称 TQn）
[6](1999)、局部扭

立方网络（locally twisted cube，简称 LTQn）
[7] (2005)、

交换超立方网络（EH, exchanged hypercube）[8]、交换

交叉立方网络（ECC, exchanged crossed cube）[9]等。

其中，交换交叉立方网络是新型互连网络拓扑结构

研究的最新成果，它同时继承了交换超立方网络和

交叉立方网络的优点，相对而言具有更小的网络直

径、更少的连通边和更低廉的构建成本，表现出更

高的性价比[9]。但是，到目前为止，新型互连网络

的应用还很少。 
影响新型互连网络应用和推广的主要原因之

一就是其连通度和诊度度研究尚不系统。具体来

说，迄今为止，已经相继求出超立方网络[10～14]、莫

比乌斯立方网络[11,12]和平衡立方网络[15,16]的诊断度

和条件诊断度，但是还有很多方面未涉及，包括扭

立方网络、局部扭立方网络、交叉立方网络、交换

超立方网络和交换交叉立方网络的相关拓扑性质、

连通度和部分诊断度。 
从特征上看，新型互连网络潜在的最大应用

领域就是超级计算机。超级计算机包括海量的处

理器，以 2016 年排名世界第一的超级计算机——
神威“太湖之光”为例，它是由 40 960 块处理器

通过互连网络连接而成。与单处理器计算机系统

相比，多处理器的超级计算机系统出现不可靠的

概率成倍甚至几何级数增加，而不可靠概率超过

一定限度将大大降低系统的可信性。在这个处理

器规模庞大的超级计算机系统的运行过程中，出

现个别或小规模的处理器故障是不可避免的现实

问题，然而其影响却极其巨大。因此，就更加迫

切地需要对故障处理器进行快速而准确的定位。

而如果多处理器超级计算机系统是遵从一个规则

的新型互连网络拓扑结构，如超立方网络、交换

交叉立方网络等，通过对其拓扑结构进行可靠性

分析就有可能计算出它的诊断度。基于此，在故

障处理器数目不超过诊断度的情况下，就可以通

过诊断算法快速地计算出故障处理器的位置并进

行及时替换处理。因此，新型互连网络的诊断度

研究对于超级计算机的可靠性评价有着非常重要

的理论价值和现实意义。 
基于此，本文以新型互连网络拓扑结构研究的

最新成果——交换交叉立方网络 ( , )ECQ s t 为研究

对象。在得到 ( , )ECQ s t 相关拓扑性质的基础上，对

( , )ECQ s t 的连通度性质展开研究，得出 2 个重要的

连通度定理。进而对 ( , )ECQ s t 在 MM 模型下的条

件诊断度进行研究，首次得出 ( , )ECQ s t 在 MM 模

型下的条件诊断度为 3 2s − ，其中， 2t s≥ ≥ 。本

文深入研究了 ( , )ECQ s t 的拓扑性质，并结合连通度

与条件诊断度之间的关联关系，首次论证了在确认

每个节点至少有一个正确的邻节点的情况下，

( , )ECQ s t 能自动诊断出的最大故障节点数为

3 2s − 。本文的研究成果有利于进一步理清交换交

叉立方网络的可靠性能，为交换交叉立方网络的应

用和推广奠定了坚实的理论基础。 

2  预备知识 

诊断性研究是新型互连网络可靠性研究的核

心内容之一。研究发现，要直接判定系统测试结果

的正确与否，有时非常复杂，且容易出现一定比的

误判，而通过比较的方式来界定测试结果相较直接

判定要简单很多。基于这种考虑，1980 年，Malek
首次提出了一种称之为 MM 模型的比较故障诊断

模型[17]。不同于传统的 PMC 模型[18]，MM 模型通

过一个比较器把任务发送给与它相邻的 2 个处理器

节点，然后通过比较它们的测试结果来进行诊断。

这种故障诊断模型的主要优点在于操作相对便捷。

MM 模型在不同取值下的测试结果如表 1 所示，其

中，w 表示比较器，u 和 v 表示为 w 的 2 个邻接测

试节点处理器， ( , )wu v 表示 w 为比较器时对邻节点

u 和 v 的比较测试， (( , ) )wu vσ 表示 ( , )wu v 的测试结

果。 MM 模型下的故障诊断系统 G 可以用

( ( ), )M V G L 来表示，其中， ( )V G 表示节点集合，L
表示比较测试边集合。 ( , )wu v L∈ 表示系统G 存在

着比较测试 ( , )wu v 。 
诊断处理除了需要有特定的故障诊断模型之

外，还需要有针对性的诊断方式。系统级故障诊断

已经研究出多种故障诊断方式。早在 1967 年，

Preparata 等[18]就提出了 t-可诊断。之后提出的条件

t-可诊断[10]是在 t-可诊断的基础上进一步拓展的诊

断性理论，条件 t-可诊断要求系统中的每一个节点
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至少有一个正确（未发生故障）的邻节点。条件故

障集合指的是满足条件 t-可诊断要求的故障节点集

合。满足条件 t-可诊断的系统被称为条件 t-可诊断

系统，可根据定理 1 进行判定。 

表 1 MM 模型的测试规则 

w  u  v  (( , ) )wu vσ  

0 0 0 0 

0 0 1 1 

0 1 0 1 

0 1 1 1 

1 0 0 0 或 1 

1 0 1 0 或 1 

1 1 0 0 或 1 

1 1 1 0 或 1 
 

定理 1[10]  系统是条件 t-可诊断系统，当且仅

当所有故障节点数小于或等于 t 的条件故障集合都

两两可区分。 
条件 t-可诊断系统的诊断能力用条件诊断度 tc

表示，指的是系统是条件 t-可诊断系统时，t 可以取

到的最大正整数。因此，条件诊断度是衡量系统诊

断能力和可靠性能的重要指标。 
交换交叉立方网络是 2013 年 Li 等[9]提出的一

种新型互连网络拓扑结构，是超立方网络变种研究

的最新成果。 
在对交换交叉立方网络进行定义和性质分析

之前，首先说明关联对的定义。 
定义 1[3]  设 2 个 2 位的二进制字符串 X 和Y ，

1 0X x x= ， 1 0Y y y= 。用 ～X Y 来表示 X 和Y 是关联

对，其中，符号“～”表示关联， ～X Y 当且仅当

( , ) {(00,00),(10,10),(01,11),(11,01)}X Y ∈ 。 

交换交叉立方网络包括 2 个参数，表示为

( , )ECQ s t ， 1s≥ ， 1t≥ 。 ( , )ECQ s t 可以用图

( , )G V E 来表示，其中， 1 2{ s sV a a− −= … 0 1 2t ta b b− − …  

0 |b c , , {0,1}, [0, ), [0, )}i ja b c i s j t∈ ∈ ∈ ， {( , ) | ( ,E u v u=  

) }v V V∈ × ，V 中的任意节点 u 在位置 i 的取值用

[ ]u i 表示，节点 u 从第 i 个位置到第 j 个位置的取

值用 [ : ]u i j 表示，其中， i j≤ 。E 有 3 种类型的

边集合，分别表示为 1E 、 2E 和 3E ， 1E 、 2E 和 3E

定义如下。 
1E ：当 [0] [0]u v≠ 时， [ :1] [ :1]u s t v s t+ = + 。 

2E ：当 [0] [0] 0u v= = 时， [ :1] [ :1]u t v t= ，存在

一个正整数 l ， 1s t l t+ +≥ ≥ ，有 [ : ]u s t l+ =  
[ : ]v s t l+ ， [ 1] [ 1]u l v l− ≠ − ，如果 l t− 是偶数，那

么， [ 2] [ 2]u l v l− = − ， [ 2 2 : 2 1] [ 2u t i t i v t i+ + + + + +～  

2 : 2 1]t i+ + ，其中，
1 0

2
l t i− −  >    

≥ 。 

3E ：当 [0] [0] 1u v= = 时， [ : 1] [u s t t v s+ + = +  
: 1]t t + ，存在着一个正整数 l ， 1t l≥ ≥ ，有

[ : ] [ : ]u t l v t l= ， [ 1] [ 1]u l v l− ≠ − ，如果 1l − 是偶数，

那么， [ 2] [ 2]u l v l− = − ， [2 2 : 2 1] [2u i i v i+ + +～  

2 : 2 1]i + ，其中， 0
2

l i−1  >    
≥  [9]。 

由 ( , )ECQ s t 的定义可知 1| ( ( , )) | 2s tV ECQ s t + += ，

其中，符号“ || ”表示元素的基数 (个数 ) 。
| ( ( , )) |E ECQ s t = 1( 2)2s ts t + −+ + ，其中，属于 1E 的边

有 2s t+ 条，属于 2E 的边有 12s tt + −× 条，属于 3E 的边

有 12s ts + −× 条。 
(1,1)ECQ 、 (1,2)ECQ 和 (2,2)ECQ 的拓扑结构

如图 1～图 3 所示，其中，虚线表示 1E 边，粗实线

表示 2E 边，细实线表示 3E 边。 
( , )ECQ s t 具有以下性质定理。 

引理 1[9]  ( , )ECQ s t 的所有节点中 c 位置取值

为 0 的节点的度为 1s + ， c 位置取值为 1 的节点的

度为 1t + 。因此， 1t s≥ ≥ 时， ( ( , )) 1ECQ s t sδ = + ，

( ( , ))ECQ s tδ 表示图 ( , )ECQ s t 的度。 
引理 2[9]  ( , )ECQ s t 可以划分成 2 个 ( 1,ECQ s −  

)t 或 ( , 1)ECQ s t − 。 

 
图 1  (1,1)ECQ 拓扑结构 

 
图 2  (1, 2)ECQ 拓扑结构 
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图 3  (2, 2)ECQ 拓扑结构 

由引理2可以将 ( , )ECQ s t 划分为2个 ( 1, )ECQ s t− ，

分别表示为 L 和 R ，其中， ( )V L = 2{0 sa − …  

0 1 0 }ta b b c− … ， 2 0 1 0( ) {1 }s tV R a a b b c− −= … … [19]。进一步

把 ( )V L 分为A 和B 2 个节点集合，把 ( )V R 分为C 和

D 2 个节点集合，A、B、C、D 的表达式如下所示。 
2 0 1 0{0 0 | , {0,1},

[0, 2], [0, 1]}
s t i jA a a b b a b

i s j t
− −= ∈

∈ − ∈ −

… …
 

2 0 1 0{0 1 | , {0,1},

[0, 2], [0, 1]}
s t i jB a a b b a b

i s j t
− −= ∈

∈ − ∈ −

… …
 

2 0 1 0{1 0 | , {0,1},

[0, 2], [0, 1]}
s t i jC a a b b a b

i s j t
− −= ∈

∈ − ∈ −

… …
 

2 0 1 0{1 1| , {0,1},

[0, 2], [0, 1]}
s t i jD a a b b a b

i s j t
− −= ∈

∈ − ∈ −

… …
  

由 2E 的定义可知，节点集合 A 中不同节点间

的边属于 2E 。同理，节点集合 B 中不同节点间的

边属于 3E ，节点集合 C 中不同节点间的边属于 2E ，

节点集合 D 中不同节点间的边属于 3E [19]。同时，A

和 B 之间、A 和 C 之间、C 和 D 之间都是完美匹

配[19]。A 和 B 之间、C 和 D 之间的边属于 1E ，A
和 C 之间的边属于 2E [19]，如图 4 所示。 

引理 3[9]  ( , ) ( , )ECQ s t ECQ t s≅ ，其中，符号 ≅

表示同构。 
引理 4[9]  ( , )ECQ s t 可划分为 2s 个 tCQ 和 2t 个

sCQ ，其中， tCQ 和 sCQ 分别表示 t 维和 s维的交叉

立方网络。 
由 ( , )ECQ s t 的定义可知，当 0c = 且 1 0tb b− … 位

置的取值相同时，共有 2s 个节点，这些节点以及节

点之间的边可以组成一个 sCQ ，不同 sCQ 的节点之

间互不直接连接。同理，当 1c = 且 1 0sa a− … 位置的

取值相同时，共有 2t 个节点，这些节点以及节点之

间的边可以组成一个 tCQ ，不同 tCQ 的节点之间也

互不直接连接。 

 
图 4  节点集合 A、B、C、D 示意 

引理 5[19]  ( ( , )) 1k ECQ s t s= + ， 1t s≥ ≥ ，其

中， ( ( , ))k ECQ s t 表示 ( , )ECQ s t 的点连通度。 

3  交换交叉立方网络的拓扑性质 

本节首先对 ( , )ECQ s t 的拓扑结构展开研究，相

关的拓扑性质研究成果将为后续针对 ( , )ECQ s t 的连

通性质和 MM 模型下的条件诊断度研究提供支撑。 
定理 2  ( , )ECQ s t 的拓扑结构不含节点三角

（triangle），即 ( , )ECQ s t 中任意的 3 个节点和它们

之间存在的边都不能构成一个长度为 3 的节点环。 
证明  用反证法证明，假设 ( , )ECQ s t 中存在一

个由u 、v 和 w 3 个节点组成的节点三角。由于 A和

B 、 A和C 、C 和 D 都是完美匹配，所以，u 、 v
和 w这 3 个节点只能属于 A、B 、C 和 D 这 4 个节

点集合中任意的一个。 
当 , ,u v w A∈ 时，根据 A的定义以及u 、v 和 w

组 成 一 个 节 点 三 角 的 假 设 ， 可 以 得 出

[0] [0] [0] 0u v w= = = 且 [1: ] [1: ] [1: ]u t v t w t= = 。由

( , )ECQ s t 的定义可知，当 0c = 且 1 0tb b− … 位置取相

同的值时共有 2s 个节点，这些节点及它们之间的边

刚好组成一个 sCQ ，所以可以确定 u 、 v 和 w 以及

这三者之间的边属于同一个 sCQ 中。由于 sCQ 不含

节点三角[12]，所以，u 、v 和 w不能构成节点三角，

这与假设相矛盾，假设错误。 
同理可证 , ,u v w B∈ 时、 , ,u v w C∈ 时或 , ,u v  

w D∈ 时，u 、v 和 w也不能构成节点三角。因此，

( , )ECQ s t 的拓扑结构不含节点三角。证毕。 
定理 3  设节点 u 和节点 v 是 ( , )ECQ s t 中任意
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的 2 个节点，则节点u 和节点 v 至多只有 2 个共同

的邻节点，表示为 | ( ) ( ) | 2N u N v∩ ≤ ，其中， ( )N u =  
{ | , ( , ) }v u V u v E∈ ∈ ， ( ) { | , ( , ) }N v u v V v u E= ∈ ∈ 。 

证明  以下根据节点u 和节点 v 所在节点集合

的不同，分情况进行说明。 
1) ,u v A∈ （同理可证 ,u v B∈ 、 ,u v C∈ 或

,u v D∈ ） 
由于 ,u v A∈ ，且 A 和 B 之间以及 A 和 C 之间

都是完美匹配，所以可知 ( ) ( )N u N v A⊂∩ 。由引理

4 把 ( , )ECQ s t 分成 2s 个 tCQ 和 2t 个 sCQ ，且不同

sCQ 的节点之间互不直接连接。当节点u 和节点 v
同属一个 sCQ 时，可知这二者在 A 中的邻节点也属

于同一个 sCQ ，由于 sCQ 中任意 2 个不同的节点至

多 只 有 2 个 相 同 的 邻 节 点 [12] ， 所 以

| ( ) ( ) | 2N u N v∩ ≤ 。当节点 u 和节点 v 分属不同的

sCQ 时，节点u 和节点 v 在 1 0tb b− … 位置上的取值不

相同。 ,u v A∈ 表明节点 u 和节点 v 在 c位置都取值

为 0。如果存在着节点 w 是节点 u 和节点 v 的共同

邻节点，那么节点 w 在 c 位置取值也为 0， w 在

1 0tb b− … 位置上的取值与 u 一致。同理可知 w 在

1 0tb b− … 位置上的取值也与 v 一致。那么节点u 和节

点 v 在 1 0tb b− … 位置上的取值相同，这与节点u 和节

点 v 在 1 0tb b− … 位置上的取值不相同的要求相矛盾。

所以当节点 u 和节点 v 不属于同一个 sCQ 时

| ( ) ( ) | 0N u N v =∩ 。因此， | ( ) ( ) | 2N u N v∩ ≤ 。 

2) u 和 v 分属 A、B、C、D 中任意 2 个不同的

节点集合 
① u A∈ 且 v B∈  (同理可证 u A∈ 且 v C∈ 或

u C∈ 且 v D∈ ) 
如果 ( , ) ( ( , ))u v E ECQ s t∈ ，由于 ( , )ECQ s t 不包

含节点三角，且 A 和 B 之间是完美匹配，所以

| ( ) ( ) | 0N u N v =∩ 。而当 ( , ) ( ( , ))u v E ECQ s t∉ 时，设

节点 ( )u N u B′ = ∩ ，节点 ( )v N v A′ = ∩ 。由于 A、B
之间完美匹配，所以节点u 和节点 v 至多存在 2 个

相同的邻节点u′和 v′，所以， | ( ) ( ) | 2N u N v∩ ≤ 。 

② u B∈ 且 v C∈ （同理可证u A∈ 且 v D∈ ) 
这种情况下只有当节点 u 和节点 v 在同一条水

平直线时才可能有共同的邻节点，有且只有一个。 
③ u B∈ 且 v D∈  
这种情况下节点u 和节点v 不存在共同的邻节点。 
因此， | ( ) ( ) | 2N u N v∩ ≤ ，证毕。 
定理 4  设节点a、b 、c 和d 是 ( , )ECQ s t 的4个

节点，其中，a A∈ ，b B∈ ，c B∈ ，d A∈ （或 a C∈ ，

b D∈ ， c D∈ ， d C∈ ）。那么， a 、 b 、 c 、d 以

及它们之间的边不能构成一个长度为 4 的环。 
证明  用反证法证明，当a A∈ 、b B∈ 、c B∈ 、

d A∈ 时，假设a、b 、c 、d 可以构成一个长度为 4
的环，如图 5 所示。设节点 2{0 sa a −= …  0 1 0 0}ta b b− … ，

由 1E 的定义可知 2{0 sb a −= …  0 1 01}ta b b− … ，又由 3E
的定义可以得出 2 0 1 0{0 1}s tc a a d d− −= … … ，其中，

1 0td d− … 和 1 0tb b− … 至少有一个位置的取值不同。接下

来，根据 1E 的定义可以得出 2 0 1{0 s td a a d− −= … … 0 0}d 。

由于 1 0td d− … 和 1 0tb b− … 中至少有一个位置的取值不

同，所以节点a和节点d 之间不邻接。这与假设矛盾，

所以假设错误。同理可证当a C∈ ,b D∈ , c D∈ , d C∈
时a、b 、 c 、 d 也不能构成一个长度为 4 的环。 

证毕。 

 
图 5  a A∈ 、 b B∈ 、 c B∈ 、 d A∈ 的 4 节点环 

定理 5  设节点u 和节点 v 是 ( , )ECQ s t 中 2 个

任意的节点，其中，u A∈ 、v A∈ ，那么 [ ]N u 和 [ ]N v

至多只出现在 2 条相同的水平直线中，其中，

[ ] ( ) { }N u N u u= ∪ ， [ ] ( ) { }N v N v v= ∪ 。 
证明  当( , ) ( ( , ))u v E ECQ s t∈ 时，由定理 2 可知

( , )ECQ s t 不 含 节 点 三 角 ， 所 以 可 知 [ ]N u ∩  
[ ] { , }N v u v= ，又由于 A 和 B 之间以及 A 和 C 之间都

是完美匹配，所以 [ ]N u 和 [ ]N v 至多只出现在 2 条相同

的水平直线中，如图 6(a)中的浅色直线所示。 
当 ( , ) ( ( , ))u v E ECQ s t∉ 时，由定理 3 可知

| ( ) ( ) | 2N u N v∩ ≤ 。因此， [ ]N u 和 [ ]N v 至多只出现在

2条相同的水平直线中，如图6(b)中的浅色直线所示。 
证毕。 
定理 6  设节点u 和节点 v 是 ( , )ECQ s t 中 2 个

任意的节点，其中，u A∈ 、v B∈ ，那么 [ ]N u 和 [ ]N v

至多只出现在一条相同的水平直线中。 
证明  当 ( , ) ( ( , ))u v E ECQ s t∈ 时，由定理 2 可

知 ( , )ECQ s t 不 含 节 点 三 角 ， 所 以 可 知

[ ] [ ] { , }N u N v u v=∩ 。又根据定理 4 可知 A、B 之间

不存长度为 4 的节点环。因此， [ ]N u 和 [ ]N v 至多

只出现在一条相同的水平直线中，即 u 和 v 所在的

水平直线，如图 7(a)中的浅色直线所示。 
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图 6  定理 5 证明示意 

 
图 7  定理 6 证明示意 

当 ( , ) ( ( , ))u v E ECQ s t∉ 时，根据 ( , )ECQ s t 的定

义和节点集合 A的定义可知， [ ]N u A∩ 中的所有节

点在 1 0tb b− … 位置的取值都相同。而 [ ]N v B∩ 中的所

有节点在 1 0tb b− … 位置的取值都不相同，因此，可知

[ ]N v B∩ 中最多只有一个节点与 [ ]N u A∩ 中的节点

在 1 0tb b− … 位置的取值一致。由于 A 和 B 之间是完

美匹配，因此 [ ]N v B∩ 中的节点与 [ ]N u A∩ 中的节

点最多只出现在一条相同的水平直线上。所以，

[ ]N u 和 [ ]N v 至多只出现在一条相同的水平直线

中，如图 7(b)中的浅色直线所示。 
证毕。 

4  交换交叉立方网络的连通性质 

本节利用 ( , )ECQ s t 的拓扑性质对 ( , )ECQ s t 在

各种情况下的连通性质展开研究，得出一系列连通

性质定理。本节的研究与后续开展的条件诊断度研

究之间存在着紧密的前后件关系。 
定理 7  设节点u 是 ( , )ECQ s t 中任意的一个节

点，则连通度 ( ( , ) [ ]) 1k ECQ s t N u s− = − ，其中，

2t s≥ ≥ 。 

证明  用数学归纳法证明。当 2t s= = 时，如

图 3 可 知 ( (2,2) [ ]) 1 1k ECQ N u s− = = − ， 所 以

2t s= = 时定理 7 成立。假设 ( ( 1, )k ECQ s t− −  
[ ]) ( 1) 1N u s= − − 也成立，那么接下来说明 ( ( ,k ECQ s  

) [ ]) 1t N u s− = − 是否成立，要求 2t s >≥ 。 
设 F 是 ( , ) [ ]ECQ s t N u− 中任意的一个节点集

合，要求 | | 2F s= − 。由引理 2 把 ( , )ECQ s t 划分为 2
个 ( 1, )ECQ s t− ，分别表示为 L 和 R ，其中， ( )V L =  

2 0 1 0{0 }s ta a b b c− −… … ， 2 0 1 0( ) {1 }s tV R a a b b c− −= … … ，

设 0F F L= ∩ ， 1F F R= ∩ ，如果 ( , )ECQ s t − [ ]N u F−
始终连通，那么表示 ( , ) [ ]ECQ s t N u− 的连通度要大

于 | |F ，也就证明了 ( ( , ) [ ])k ECQ s t N u− >  2s − 。

不失一般性，设 ( )u V L∈ ，接下来分 2 种情况进行

证明。 
1) 0| | 2F s= − 且 1| | 0F = （同理可证 0| | 0F = 且

1| | 2F s= − ） 
由于 1| | 0F = ，所以 1( ( ) )R N u C F− −∩ 连通。设

节点 x 是 0[ ]L N u F− − 中任意的一个节点，表示为

0( [ ] )x V L N u F∈ − − 。以下进一步分 2 种子情况进

行说明。 
① x A∈  
因为 1| | 0F = 并且 0( [ ] )x V L N u F∈ − − ，所以

1( ) ( ( ) )N x C N u C F⊄∩ ∩ ∪ 。因此，节点 x 可以通过
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边 ( , ( ) )x N x C∩ 与 1( ( ) )R N u C F− −∩ 连通。 

② x B∈  
当u A∈ 时，根据定理 6 可知， [ ]N u 和 [ ]N x 至

多只出现在一条相同的水平直线中。要使节点 x 与
1( ( ) )R N u C F− −∩ 不连通，那么 [ ]N x 对应的 1t + 条

水平直线中都至少要有一个节点属于 [ ]N u F∪ 。

由于 [ ]N u 和 [ ]N x 至多只出现在一条相同的水平

直线，所以其他水平直线（至少 t 条）中的每一

条水平直线都至少有一个节点属于 F 。因此，

| |F t s≥ ≥ ，这与条件 | | 2F s= − 相矛盾。所以节

点 x 与 1( ( ) )R N u C F− −∩ 连通。 
当u B∈ 时，根据定理 5 可知 [ ]N u 和 [ ]N x 至多

只出现在 2 条相同的水平直线中。同理可得

| | 1 1F t s− −≥ ≥ ，这也与条件 | | 2F s= − 相矛盾。

所以节点 x与 1( ( ) )R N u C F− −∩ 连通。 
2) 0| | 3F s −≤ 且 1| | 3F s −≤  
根据数学归纳法的假设可知 ( [ ])k L N u− =  

2s − 、 ( [ ]) 2k R N u s− = − 。所以， 0[ ]L N u F− − 和

1[ ]R N u F− − 连通。如图 4 所示， L 和 R 之间存在

着 12s t+ − 条边。因此，可知 [ ]L N u− 和 [ ]R N u− 之间

至少存在 12s t s+ − − 条边。由 2t s≥ ≥ 可推导出
12 2 | |s t s s F+ − − > − = ，那么表示至少存在一条从

0[ ]L N u F− − 到 1[ ]R N u F− − 的边。因此， L −  

0[ ]N u F− 与 1[ ]R N u F− − 连通， ( , ) [ ]ECQ s t N u F− −

连通。 
由以上 2 种情况可知， ( , ) [ ]ECQ s t N u F− − 连

通，因此， ( ( , ) [ ]) | | 2k ECQ s t N u F s− > = − ，其中，

2t s >≥ 。由 ( , )ECQ s t 的定义以及不同节点间至多

只有 2 个共同的邻节点的性质可以推导出

( ( , ) [ ]) ( ( , ) [ ]) 1k ECQ s t N u ECQ s t N u sδ− − = −≤ 。因

此， ( ( , ) [ ]) 1k ECQ s t N u s− = − 。证毕。 
定理 8  设 ( , )u v 是 ( , )ECQ s t 中任意的一条边，

那么连通度 ( ( , ) [ , ]) 2k ECQ s t N u v s− −≥ ，其中，

2t s≥ ≥ ， [ , ] [ ] [ ]N u v N u N v= ∪ 。 

证明  用数学归纳法证明。当 2t s= = 时，如

图 3 所示，可知 ( (2,2) [ , ]) 1 2k ECQ N u v s− = > − ，

所以 2t s= = 时定理 8 成立。假设 ( 1, )ECQ s t− 也满

足定理 8，那么下面证明 ( ( , ) [ , ])k ECQ s t N u v− ≥  

2s − 是否成立，其中， 2t s >≥ 。 
设 F 是 ( , ) [ , ]ECQ s t N u v− 中任意的一个节点

集合，且满足 | | 3F s −≤ 。同样把 ( , )ECQ s t 划分为

2 个 ( 1, )ECQ s t− ，分别表示为 L 和 R ，其中，

2 0 1 0( ) {0 }s tV L a a b b c− −= … … ， 2 0 1( ) {1 s tV R a a b− −= … …  

0 }b c ，设 0F F L= ∩ ， 1F F R= ∩ 。如果能证明对于

任意满足 | | 3F s −≤ 的节点集合 F ， ( , )ECQ s t −  
[ , ]N u v F− 都保持连通，那么， ( ( , ) [ ,k ECQ s t N u−  

]) 3v s> − ，即 ( ( , ) [ , ]) 2k ECQ s t N u v s− −≥ 可证。

以下根据节点u 和节点 v 的所属位置分 2 种情况进

行证明。 
1) ( )u V L∈ 且 ( )v V R∈ （同理可证 ( )u V R∈ 且

( )v V L∈ ） 
由于 ( , )u v 是 ( , )ECQ s t 中任意的一条边，所以

必然有 u A∈ 、 v C∈ 。由定理 7 可知 (k L −  
[ ]) 2N u s= − ， ( [ ]) 2k R N u s− = − 。由于 0 1| | | |F F+ =  

| | 3F s −≤ ，所以 0[ ]L N u F− − 和 1[ ]R N v F− − 都连

通。根据 ( , )ECQ s t 的划分性质可知 [ ]L N u− 和

[ ]R N v− 之间至少存在 12 2s t t+ − − 条边。由 2t s >≥

可推导出 12 2 3 | |s t t s F+ − − > − ≥ ，所以至少存在一条

边 { , }x x ， 其 中 ， 0( ) [ ]x V L N u F∈ − − ，

1( ) [ ]x V R N v F∈ − − 。 所 以 0[ ]L N u F− − 和 R −  

1[ ]N v F− 连通。因此， ( , ) [ , ]ECQ s t N u v F− − 连通。 
2) , ( )u v V L∈ （同理可证 , ( )u v V R∈ ） 
① 0| | 4F s −≤ 且 1| | 1F ≥  
根据数学归纳法的假设可知 ( [ , ])k L N u v− ≥  

3s − 。由于 0| | 4F s −≤ ，那么 0[ , ]L N u v F− − 连通。

接下来根据u 和 v 所属位置的不同分 3 种子情况进

一步说明。 
a) u A∈ 且 v A∈  
设 ( )cu N u C= ∩ ， ( )cv N v C= ∩ ，由于 1| { ,cF u∪  

} | | | 2 3 2 1cv F s s+ − + = −≤ ≤ ，而 ( )k R s= ，所以

1 { , }c cR F u v− − 连通。同样根据 ( , )ECQ s t 的划分性

质可知， [ , ]L N u v− 和 { , }c cR u v− 之间至少存在着
12 2 2s t s+ − − + 条边。由 2t s >≥ 可推导出 12s t+ − −  

2 2 3 | |t s F+ > − ≥ ，所以至少存在一条边{ , }x x ，

其 中 ， 0( ) [ , ]x V L N u v F∈ − − ， ( ) { ,cx V R u∈ −  

1}cv F− 。所以， 0[ , ]L N u v F− − 和 1{ , }c cR u v F− − 连

通，因此， ( , ) [ , ]ECQ s t N u v F− − 连通。 

b) u A∈ 且 v B∈ （同理可证u B∈ 且 v A∈ ） 
设 ( )cu N u C= ∩ ，由于 1| { } | | | 1cF u F +∪ ≤ ≤  

3 1 2s s− + = − ，而 ( )k R s= ，所以 1 { }cR F u− − 连通。

同样根据 ( , )ECQ s t 的划分性质可知 [ , ]L N u v− 和

{ }cR u− 之间至少存在 12s t s+ − − 条边。由 2t s >≥ 可

推导出 12 3 | |s t s s F+ − − > − ≥ ，所以至少存在一条边

{ , }x x ，其中， 0( ) [ , ]x V L N u v F∈ − − ， ( )x V R∈ −  
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1{ }cu F− 。所以 0[ , ]L N u v F− − 和 R − 1 { }cF u− 连通，

因此 ( , ) [ , ]ECQ s t N u v F− − 连通。 

c) u B∈ 且 v B∈  
由于 1| | | | 3F F s −≤ ≤ ，而 ( )k R s= ，所以 1R F−

连 通 。 同 样 根 据 ( , )ECQ s t 的 划 分 性 质 可 知

[ , ]L N u v− 和 R 之间至少存在 12 2s t+ − − 条边。由于
12 2 3 | |s t s F+ − − > − ≥ ，所以至少存在一条边{ , }x x ，

其中， 0( ) [ , ]x V L N u v F∈ − − ， 1( )x V R F∈ − 。所以

0[ , ]L N u v F− − 和 1R F− 连通，因此， ( , )ECQ s t −  
[ , ]N u v F− 连通。 

② 0| | 3F s= − 且 1| | 0F =  
由 于 ( ) 2k R s= > ， 并 且 | ( ) | 1N u C∩ ≤ ，

| ( ) | 1N v C∩ ≤ ，所以 ( ( ) ) ( ( ) )R N u C N v C− −∩ ∩ 连

通。以下就 0[ , ]L N u v F− − 中的任意一个节点 x 是否

与 ( ( ) ) ( ( ) )R N u C N v C− −∩ ∩ 连通分情况进行说明。 
a) x A∈   
由于 0[ , ]x L N u v F∈ − − ，所以 [ , ]x N u v∉ 。设

cx x C= ∩ ，可知 [ , ]cx N u v∉ 并且 ( ( )cx R N u∈ − ∩  
) ( ( ) )C N v C− ∩ 。因此，节点 x 可以通过边 ( , )cx x 与

( ( ) ) ( ( ) )R N u C N v C− −∩ ∩ 连通。 
b) x B∈  
接下来根据边 ( , )u v 所处的位置进一步分 3 种

情况进行说明。 
情况 1  u A∈ 且 v A∈  
如图 8 所示，根据 ( , )ECQ s t 的定义和节点集合

A 的定义可知 [ , ]N u v 中的节点在 1 0tb b− … 位置上的

取值都一致。而 [ ]N x B∩ 中的所有节点在 1 0tb b− … 位

置的取值都不相同，因此，可知 [ ]N x B∩ 中最多只

有一个节点与 [ , ]N u v 中的节点在 1 0tb b− … 位置取值

一致。由于 A与 B 之间是完美匹配，因此， [ ]N x 中

的节点与 [ , ]N u v 中的节点最多只会出现在一条相

同的水平直线上。由于 [ ]N x 分属 1t + 条水平直线，

所以要使节点 x 无法与 ( ( ) ) ( ( ) )R N u C N v C− −∩ ∩
连通就要求 [ ]N x 分属的 1t + 条水平直线中的每

一条水平直线在节点集合 A 与节点集合 B 中都

至少要有一个节点属于 [ , ]N u v F∪ 。已经证得

[ ]N x 中的节点与 [ , ]N u v 中的节点最多只会出现

在一条相同的水平直线上，所以要求区域 P 中存

在的至少 t 条水平直线中的每一条都至少要有一

个节点属于 0F 。所以 0| |F t s≥ ≥ ，这与 0| | 3F s= −
的条件相矛盾。因此，节点 x 与 ( ( ) )R N u C− −∩  
( ( ) )N v C∩ 连通。 

 
图 8  定理 8 情况 1 证明示意 

情况 2  u A∈ 且v B∈ （同理可证u B∈ 且v A∈ ） 
由定理 6 可知 [ ]N x 和 [ ]N u 至多只出现在一条

相 同 的 水 平 直 线 中 。 根 据 定 理 3 可 知

| ( ) ( ) | 2N x N v∩ ≤ ， 所 以 要 使 节 点 x 无 法 与

( ( ) ) ( ( ) )R N u C N v C− −∩ ∩ 连通就要求 [ ]N x 分属

的 1t + 条水平直线中的每一条水平直线在节点集合

A 与节点集合 B 中都至少有一个节点属于

0[ , ]N u v F∪ ，其中， ( )N v C = ∅∩ ，如图 9 所示。

所以要求区域 P 中存在的至少 2t − 条水平直

线中的每一条都至少有一个节点属于 0F 。因

此， 0| | 2 2F t s− −≥ ≥ ，这与 0| | 3F s= − 的条件相

矛盾。所以，节点 x与 ( ( ) ) ( ( ) )R N u C N v C− −∩ ∩

连通。  

 
图 9  定理 8 情况 2 证明示意 
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情况 3  u B∈ 且 v B∈  
根据定理 3 可知 | ( ) ( ) | 2N x N u∩ ≤ 、 | ( )N x ∩  

( ) | 2N v ≤ 。 当 | ( ) ( ) | 1N x N u∩ ≥ 并 且 | ( )N x ∩  
( ) | 1N v ≥ 时，根据 ( , )ECQ s t 的定义和引理 4 可知，

x 、 u 、 v 、 ( )N x B∩ 、 ( )N u B∩ 、 ( )N v B∩ 以及

这些节点之间的边都属于 ( , )ECQ s t 划分而成的同

一个 tCQ 。如果 | ( ) ( ) | 2N x N u =∩ 并且 | ( )N x ∩  
( ) | 2N v = ，设 ( ) ( ) { , }N x N u u u′ ′′=∩ 、 ( ) ( )N x N v =∩  

{ , }v v′ ′′ ，如图 10(a)所示，存在着 2 个包含边 ( , )u v 且

长度为 5 的环（u u x v′ ′− − − − v u− 和u u′′− − x −  
v v u′′ − − ）。而根据文献[20]中的定理 3 可知，当

2n≥ 时，对于 nCQ 中的任意边 ( , )u v 和任意正整数

l ，其中，4 2nl≤ ≤ ， nCQ 只存在一条包括边 ( , )u v
且长度为 l 的环。这与存在着 2 个包含边 ( , )u v 且长

度为 5 的环相矛盾，因此， | ( ) ( ) | 2N x N u =∩ 并且

| ( ) ( ) | 2N x N v =∩ 的 情 况 不 存 在 ， 所 以 可 知

| ( ) ( , ) | 3N x N u v∩ ≤ 。 由 于 0[ , ]x L N u v F∈ − − 则

| [ ] [ , ] | 3N x N u v∩ ≤ 。 

 
图 10  定理 8 情况 3 证明示意 

由于节点集合 A 与节点集合 B 之间是完美匹

配，所以 [ ] [ , ]N x N u v B⊂∩ 。同样，要使节点 x 无
法与 ( ( ) ) ( ( ) )R N u C N v C− −∩ ∩ 连通，就要求 [ ]N x

分属的 1t + 条水平直线中的每一条在节点集合 A
与节点集合 B 中都至少要有一个节点属于

0[ , ]N u v F∪ ，其中， ( )N u C = ∅∩ 、 ( )N v C = ∅∩ ，

如图 10(b)所示。前面已经证明 | [ ] [ , ] | 3N x N u v∩ ≤

和 [ ] [ , ]N x N u v B⊂∩ ，所以要求区域 P 中存在的至

少 2t − 条水平直线中的每一条水平直线都至少要

有一个节点属于 0F 。因此， 0| | 2 2F t s− −≥ ≥ ，这

与 0| | 3F s= − 的条件相矛盾。所以，节点 x 与

( ( ) ) ( ( ) )R N u C N v C− −∩ ∩ 连通。 
根据情况 1～情况 3 的证明可知， x B∈ 且

0[ , ]x L N u v F∈ − − 时的任意节点都与R − ( ( ) )N u C −∩  
( ( ) )N v C∩ 相连通。说明 [ ,L N u− 0]v F− 与 R −  
( ( ) ) ( ( ) )N u C N v C−∩ ∩ 连通，即 ( , )ECQ s t −  

[ , ]N u v F− 连通。 
因此，对于满足 | | 3F s −≤ 的任意节点集合 F ，

( , ) [ , ]ECQ s t N u v F− − 都保持连通。所以， ( ( ,k ECQ s  
)t − [ , ]) | |N u v F> ，即 ( ( , )k ECQ s t − [ , ])N u v ≥ 2s −

可证。 
证毕。 

5  交换交叉立方网络在 MM 模型下的条件

诊断度 

条件诊断度的计算需要有条件 t-可诊断的判定

定理来提供支撑，通常的做法是利用定理 1 的可区

分性来进行条件 t-可诊断的判定，本文同样如此。

本节首先引入定理 9 的 3 个条件来作为可区分性的

判定规则。 
定理 9[21]  对于系统G 中任意的 2 个节点集合

0F 和 1F ， 0F 和 1F 可区分当且仅当满足以下 3 个条

件之一，如图 11 所示。 
1) 存在 u v w、 、 这 3 个节点，其中， ,u w∈  

0 1( ) ( )V G F F− ∪ ， 0 1v F F∈ Δ ，使 ( , )wu v L∈ ； 
2) 存在 u v w、 、 这 3 个节点，其中， ,u v∈ 

0 1F F− ， 0 1( ) ( )w V G F F∈ − ∪ ，使 ( , )wu v L∈ 。 
3) 存在 u v w、 、 这 3 个节点，其中， ,u v∈ 

1 0F F− ， 0 1( ) ( )w V G F F∈ − ∪ ，使 ( , )wu v L∈ 。 

接下来本节推导出对于交换交叉立方网络在

MM 模型下的条件诊断度研究有着重要作用的 2 个

连通性定理——定理 10 和定理 11。 
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图 11  定理 9 证明示意 

定理 10  设 F 是 ( , )ECQ s t 的一个节点集合，

且 | | 2 1F s −≤ ，则至少满足以下 2 个条件之一。 
1) ( , )ECQ s t F− 连通； 
2) ( , )ECQ s t F− 不连通，有且只有 2 个连通分

支，其中之一是平凡分支，另一个是非平凡分支。 
证 明   同 样 把 ( , )ECQ s t 划 分 为 2 个

( 1, )ECQ s t− ， 分 别 表 示 为 L 和 R ， 其 中 ，

2 0 1 0( ) {0 }s tV L a a b b c− −= … … ， 2( ) {1 sV R a −= … 0 1ta b − …  

0 }b c ， ( 1, )L ECQ s t≅ − ， ( 1, )R ECQ s t≅ − 。 设

0F F L= ∩ ， 1F F R= ∩ 。由于 0 1F F = ∅∩ ，且

| | 2 1F s −≤ ， 所 以 必 然 存 在 0| | 1F s −≤ 或

1| | 1F s −≤ 。不失一般性，设 1| | 1F s −≤ 。由于

( )k R s= ，则 1R F− 连通。设节点u 是 0L F− 中任意的

一个节点，接下来根据节点u 的2 种情况进行说明。 
1) 存在节点u 使 ( )N u F⊂  
设节点 v 是 0 { }L F u− − 中任意的一个节点，则

根据节点 v 的所处位置进一步分 v A∈ 和 v B∈  
2 种子情况进行说明。 

① v A∈  
设节点 ( )v N v C′ = ∩ 。当 1v F′∉ 时，节点 v 可通

过边 ( , )v v′ 与 1R F− 连通。而当 1v F′∈ 时，假设

( )N u F⊂ ， 那 么 | | | ( ) ( ) | | ( ) |F N u N v N u= +∪≥   
| ( ) | | ( ) ( ) | 1 1 2 2N v N u N v s s s− + + + − =∩ ≥ ，这与

| | 1F s −≤ 的已知条件相矛盾。因此，可知

( )N v F⊄ ，又由于 1v F′∈ ，所以 0( ) ( )N v A B F⊄∩ ∪ 。

接下来分 2 种情况进一步说明。 
a) 0( )N v B F⊄∩  
设 ( )v N v B= ∩ ，根据 ( , )ECQ s t 的定义可知节

点v 有 1s − 个邻节点位于节点集合 A ，节点v 有 t 个
邻节点位于节点集合 B ，如图 12 所示。由定理 6
可知 [ ]N v 和 [ ]N v 至多只出现在一条相同的水平直

线中，就是 v 和 v所在的水平直线，也就表明节点 v
在节点集合 A 中的邻节点和节点 v 在节点集合 B
中的邻节点彼此分属不同的水平直线。此时要使节

点 v 与 1R F− 不连通，那么区域 P 和区域 Q 中每一

条水平直线都至少有一个节点属于 F 。可知一共有

1 1s t− + + 条水平直线，所以| | 1 1 2F s t s− + +≥ ≥ 。

这与条件 | | 2 1F s −≤ 相矛盾。因此，v 与 1R F− 连通。 

 
图 12  定理 10 中 0( )N v B F⊄∩ 情况证明示意 

b) 0( )N v B F⊂∩  
由于 0( ) ( )N v A B F⊄∩ ∪ ，那么 0( )N v A F⊄∩ 。

设 0( ( ) )v N v A F= −∩ 。如图 13 所示，可知节点 v 有

2s − 个邻节点属于节点集合 A（不包括节点 v ），

并且节点 v 有 2s − 个邻节点属于节点集合 A（不包

括节点 v ）。由于 ( , )ECQ s t 的拓扑结构不含节点三

角，所以 | ( ) ( ) | 0N v N v =∩ 。此时要使节点 v 与

1R F− 不连通，那么区域 P 中的每一条水平直线都

至少有一个节点属于 F 。因此，当 ( )N v B F⊂∩ 时

| | 2 1 2 1 | ( ) |F s s N v B− + + − + + +∩≥ | ( ) | 2N v B s=∩ ，

这与 | | 2 1F s −≤ 的条件相矛盾。而 ( )N v B F⊄∩ 时 

 
图 13  定理 10 中 0( )N v B F⊂∩ 情况证明示意 
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可采用情况 a)的证明方法证得 | | 2F s≥ ，这也与

| | 2 1F s −≤ 的条件相矛盾。因此，v 与 1R F− 连通。 

② v B∈  
设节点 ( )v N v A′ = ∩ 。当 v F′∉ 时，采用情况

a)的证明方法可以证得 | | 2F s≥ ，这与 | | 2 1F s −≤

的条件相矛盾。 
当 v F′∈ 时，假设 ( )N v F⊂ ，那么 | |F ≥  

| ( ) ( ) |N u N v =∪ | ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) |N u N v N u N v+ − ∩ ≥  
1 1 2 2s s s+ + + − = ，这与 | | 2 1F s −≤ 的已知条件相

矛盾。因此， ( )N v F⊄ ，即 ( ) ( )N v A B F⊄∩ ∪ 。

由于 v F′∈ ，所以 ( )N v B F⊄∩ ，设 v 是 ( )N v B∩ 中

不属于 F 的任意一个节点。如图 14 所示，节点 v 有

1t − 个邻节点属于节点集合 B（不包括节点 v ），并

且节点 v 有 1t − 个邻节点属于节点集合 B （不包括

节点 v ）。由于 ( , )ECQ s t 的拓扑结构中不包含节点

三角，所以 | ( ) ( ) | 0N v N v =∪ 。如果节点 v 与 1R F−

不连通，那么区域 P 中的任意一条水平直线都至少

有 一 个 节 点 属 于 F 。 因 此 ， | | 1 1F t − + +≥  
1 1 2 2t t s− + = ≥ ，这与 | | 2 1F s −≤ 的条件相矛盾。

因此， v 与 1R F− 连通。 

 
图 14  定理 10 中 v B∈ 情况证明示意 

所以综合 1)的所有子情况可知，当存在节点u
使 ( )N u F⊂ 时， 0 { }L F u− − 中任意的节点都与

1R F− 连通。因此， ( , ) { }ECQ s t F u− − 连通，条件

2)成立。 
2) 对于任意节点u 都有 ( )N u F⊄  

① u A∈  
设 ( )u N u C= ∩ ，当u F∉ 时，节点u 可以通过

边 ( , )u u 来连通 1R F− 。 

当 u F∈ 时，设 ( )v N u B= ∩ 。如果 v F∉ ，可

采用上述情况 a)的证明方法证得 | | 2F s≥ ，这与

| | 2 1F s −≤ 的条件相矛盾。而如果 v F∈ ，则可以

采用上述情况 b)的证明方法证得 | | 2F s≥ ，这也与

| | 2 1F s −≤ 的条件相矛盾。因此，u 与 1R F− 连通。 

② u B∈  
当 ( )N u A F⊄∩ 时，可采用上述情况 a)的证明

方法可以证得 | | 2F s≥ ，这与 | | 2 1F s −≤ 的条件相

矛盾。而当 ( )N u A F⊂∩ 时，则可以按照 v B∈ 情

况的证明方法证得 | | 2F s≥ ，这与 | | 2 1F s −≤ 的条

件相矛盾。因此，u 与 1R F− 连通。  
所以综合所有子情况可知，对于 0L F− 中任意

的节点 u ，当 ( )N u F⊄ 时，节点u 与 1R F− 连通。

所以 0L F− 中的任意节点都与 1R F− 连通。因此，

( , )ECQ s t F− 连通，定理 10 条件 1)满足。 

证毕。 
定理 11  设 F 是 ( , )ECQ s t 中任意的一个节点

集合，其中， 2t s≥ ≥ ， | | 3 3F s −≤ 。且 F 是

( , )ECQ s t 的一个条件故障集合，即要求对于任意节

点 u ， u 的邻节点集合都不属于 F ，表示为

( )N u F⊄ ，那么 ( , )ECQ s t F− 至少满足以下 2 个条

件之一。 
1) ( , )ECQ s t F− 连通； 
2) ( , )ECQ s t F− 有且只有 2 个连通分支，其中

之一是 ( , )ECQ s t 的一条边，另一个有 12 | | 2s t F+ + − −

个节点。 
证明  把 ( , )ECQ s t 划分为 2 个 ( 1, )ECQ s t− ，

分 别 表 示 为 L 和 R ， 其 中 ， 2( ) {0 sV L a −= … 

0 1 0 }ta b b c− … ， 2 0 1 0( ) {1 }s tV R a a b b c− −= … … 。设 0F =  
F L∩ ， 1F F R= ∩ ，其中， | | 3 3F s −≤ ，以下根

据是否存在着一条边 ( , )x y 满足 ( , )N x y F⊄ 进行分

情况说明。其中， ( , ) ( ) ( ) { , }N x y N x N y x y= −∪ 。 
1) 对 于 ( , )ECQ s t 的 任 意 边 ( , )x y ， 满 足

( , )N x y F⊄ 接下来分 2 种子情况进一步说明。 
① 0| | 2 2F s −≥ 或 1| | 2 2F s −≥  
不失一般性，设 0| | 2 2F s −≥ ，那么 1| |F ≤  

3 3 (2 2) 1s s s− − − = − 。由于 ( )k R s= ，所以 1R F− 连

通。以下说明对于任意节点 u ， 0( )u V L F∈ − ，是

否会与 1R F− 相连通。由于 ( )N u F⊄ ，所以存在节

点 v ， ( )v N u F∈ − 。又由于 ( , )N u v F⊄ ，所以存

在节点 w ， ( , )w N u v F∈ − 。不失一般性，接下来

分 4 种情况来说明节点u 是否与 1R F− 连通。 
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a) u A∈ 、 v B∈ 、w B∈  
设 ( )cu N u C= ∩ ，当 1cu F∉ 时，节点 u 可以通

过边 ( , )cu u 与 1R F− 连通。当 1cu F∈ 时，由定理 6
可知，节点 [ ]N v 和 [ ]N u 至多只存在于一条相同的

水平直线上。 [ ]N w 和 [ ]N u 至多也只存在于一条相

同的水平直线上，即 v 和 u 所在的水平直线。由于

( , )ECQ s t 不含节点三角，所以 [ ] [ ] { , }N v N w v w=∩ 。

因此，可知 [ , , ]N u v w 至少会出现在 1 1t t− + − +  

1 2 3 1s s− + −≥ 条水平直线上，如图 15 所示，其中，

[ , , ] [ ] [ ] [ ]N u v w N u N v N w= ∪ ∪ 。如果要使节点u 与

1R F− 不连通，那么 P 区域中至少存在3 1s − 条水平

直线中，每一条水平直线都至少要有一个节点属于

F 。因此，要求 | | 3 1F s −≥ ，这与 | | 3 3F s −≤ 的已

知条件相矛盾，所以节点 u 与 1R F− 连通。因此，

( , )ECQ s t F− 连通，定理 11 条件 1)满足。 

 
图 15  定理 11 情况 a)证明示意 

b) u A∈ 、 v B∈ 、w A∈  
设 ( )cu N u C= ∩ 。当 1cu F∉ 时，节点 u 可以通

过边 ( , )cu u 与 1R F− 连通。当 1cu F∈ 时，由于

( , )ECQ s t 不 含 节 点 三 角 ， 所 以 可 知 ，

[ , ] 2 2N u w A s= −∩ ，说明 [ , ]N u w 只会出现在

2 2s − 条水平直线上。根据定理 6 可知 [ ]N u 和 [ ]N v

至多只存在于一条相同的水平直线上，就是u 和 v
所在的水平直线。同理， [ ]N v 和 [ ]N w 至多只存在

于一条相同的水平直线上，也是u 和 v 所在的水平

直线。因此， [ , , ]N u v w 至少会出现在 2 2s − +  

3 2t s −≥ 条水平直线上，如图 16 所示。如果要使

节点 u 与 1R F− 不连通，那么区域 P 中至少存在

3 2s − 条水平直线，每一条水平直线都至少要有一

个节点属于 F 。因此，要求 | | 3 2F s −≥ ，这与

| | 3 3F s −≤ 的已知条件相矛盾。所以节点u 与 1R F−
连通， ( , )ECQ s t F− 连通，定理 11 条件 1)满足。 

 
图 16  定理 11 情况 b)证明示意 

c) u A∈ 、 v A∈ 、w A∈  
设 ( )cu N u C= ∩ ， ( )cv N v C= ∩ ， ( )cw N w C= ∩ 。

当 1cu F∉  (或 1cv F∉ 、 1cw F∉ )时，节点u 可以通过

边 ( , )cu u  (或 ( , )cv v 、 ( , )cw w )与 1R F− 连通。当

1cu F∈ 、 1cv F∈ 并且 1cw F∈ 时，设 ( )bu N u B= ∩ ，

( )bv N v B= ∩ ， ( )bw N w B= ∩ 。如果 0bu F∉  (或

0bv F∉ 、 0bw F∉ )，那么可以采用情况 b)的证明方

法证得节点 u 与 1R F− 连通。当 0bu F∈ 、 0bv F∈ 并

且 0bw F∈ 时，不失一般性，设节点u 、v 和 w的连

线顺序是u v w− − ，如图 17 所示。由于 ( , )ECQ s t 不

含节点三角，可知 ( ) ( )N u N v = ∅∩ 、 ( )N w ∩  
( )N v = ∅ ，并且 | ( ) ( ) | 2N w N u∩ ≤ ， ( )v N w∈ ∩  
( )N u 。当 | ( ) ( ) | 2N w N u =∩ 时，设 ( ) ( )x N w N u∈ ∩ 。

则可知 [ , , ]N u v w A∩ 3 3 3 1 3s s s− + − + − + + =≥  
3 5s − 。所以要使节点u 与 1R F− 不连通，那么区域

P 存在至少 3 5s − 条水平直线，每一条水平直线都

至少要有一个节点属于 F ，又因为 0bu F∈ 、 0bv F∈
且 0bw F∈ ，所以要求 | | 3 5 3F s − + =≥  3 2s − ，这

与 | | 3 3F s −≤ 的已知条件相矛盾。所以节点 u 与

1R F− 连通， ( , )ECQ s t F− 连通，定理 11 条件 1)

满足。 
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图 17  定理 11 情况 c)证明示意 

d) u B∈ 、 v B∈ 、w B∈  
不失一般性，设节点 u 、v 和 w的连线顺序

是 u v w− − ，如图 18 所示。根据 ( , )ECQ s t 的定

义可知 ( ) ( )N u N v = ∅∩ 、 ( ) ( )N v N w = ∅∩ ，并且

| ( ) ( ) | 2N u N w∩ ≤ ，其中， ( ) ( )v N w N u∈ ∩ 。当

| ( ) ( ) | 2N w N u =∩ 时，设 ( ) ( )x N w N u∈ ∩ 。那么可

知 [ , , ]N u v w 至 少 会 出 现 在 3( 2) 1 3t − + + ≥  

3 2 3 2t s− −≥ 条水平直线上，如图 18 中的区域 P
所示。如果要使节点 u 与 1R F− 不连通，那么区

域 P 存在至少 3 2s − 条水平直线，每一条水平直

线都至少有一个节点属于 F ，因此，要求

| | 3 2F s −≥ ，这与 | | 3 3F s −≤ 的已知条件相矛

盾。所以节点 u 与 1R F− 连通， ( , )ECQ s t F− 连通，

定理 11 条件 1)满足。 

 
图 18  定理 11 情况 d)证明示意 

② 0| | 2 3F s −≤ 且 1| | 2 3F s −≤  
当 0L F− 连通或者 1R F− 连通时，可以按照情

况①的方法证得 ( , )ECQ s t F− 连通。接下来证明

0L F− 和 1R F− 都不连通时的情况。 
由于 L 和 R 是 2 个 ( 1, )ECQ s t− 子图，当 0| |F ≤  

2( 1) 1s − − 、 1| | 2( 1) 1F s − −≤ 时，由定理 10 可知，

0L F− 和 1R F− 要么保持连通，要么只有 2 个连通

分支，其中之一是平凡连通分支，另一个是非平凡

连通分支。由于 0L F− 和 1R F− 都不连通，因此，

存在 0( )u V L F∈ − ，其中， 0( ) ( )N u V L F⊂∩ 。同理，

存在 1( )v V R F∈ − ，其中， 1( ) ( )N v V R F⊂∩ 。并且

可知 0 { }L F u− − 连通， 1 { }R F v− − 连通。接下来说

明{ }u 、{ }v 、 0 { }L F u− − 和 1 { }R F v− − 四者之间是

否连通。 
如果u B∈ ，那么要使{ }u 成为一个平凡连通分

支，必然要求 ( )N u F⊂ ，这与 ( )N u F⊄ 相矛盾，

所 以 u B∉ ， u A∈ 。 同 理 可 证 v C∈ 。 设

( )cu N u C= ∩ 、 ( )av N v A= ∩ ，可知 1cu F∉ 、 0av F∉ 。

由于 1R F− 只有{ }v 和 1 { }R F v− − 2 个连通分支，如

果 cu v= ，那么表明 ( , )N u v F⊂ ，这与 ( , )N u v F⊄ 的

条件相矛盾，所以 1 { }cu R F v∈ − − 。因此，节点u 与

1 { }R F v− − 相连通，同理可证节点v 与 0 { }L F u− − 相

连通。由于 2t s >≥ 时 12 3 3 2 3 1s t s s+ − > − + = − ≥  
| | |{ , } |F u v+ 成立。所以必定存在一条连通 L −  

0 { }F u− 和 1 { }R F v− − 的边 { , }x x ，其中， x L∈ −  

0 { }F u− ， 1 { }x R F v∈ − − ，因此， ( , )ECQ s t F− 连

通。定理 11 条件 1)满足。 
2) 存在边 ( , )u v 满足 ( , )N u v F⊂  
由 ( , )N u v F⊂ 可知， | ( , ) | | ( ,F N u v N u=∩ ) |v ≥  

2s ，可推导出 | ( , ) | 3 3 (2 ) 3F N u v s s s− − − = −≤ 。

由定理 8 可知， ( ( , ) [ , ]) 2K ECQ s t N u v s− −≥ ，因

此， ( ( , ) [ , ]) ( ( , ))ECQ s t N u v F N u v− − − 连通，即

( , ) { , }ECQ s t u v F− − 连通，所以， ( , )ECQ s t F− 有

2 个连通分支，其中之一是 ( , )ECQ s t 的一条边

( , )u v ，另一个是 ( , ) { , }ECQ s t u v F− − 。其中，

( , )ECQ s t −  { , }u v F− 连通分支有 12 | | 2s t F+ + − − 个

节点。定理 11 条件 2)满足。 
证毕。 
接下来，对 ( , )ECQ s t 在 MM 模型下的条件诊

断度展开研究，首先求得 ( ( , ))ct ECQ s t 的上限。 

定理 12  MM 模型下交换交叉立方网络的条

件诊断度 ( ( , )) 3 2ct ECQ s t s −≤ ，其中， 2t s >≥ 。 
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证明  设u 、 v 、w是 ( , )ECQ s t 的 3 个节点，

且u 、 v 、w是一个长度为 4 的节点环中的 3 个节

点，( , ) ( ( , ))u v E ECQ s t∈ 、( , ) ( ( , ))v w E ECQ s t∈ ，设

( ) ( ) ( )F N u N v N w= ∪ ∪ ， 0 { , }F F v w= − ， 1F F= −  
{ , }u w 。那么可知 0F 和 1F 是 ( , )ECQ s t 的 2 个条件故

障集合， 0F 和 1F 不可区分，并且 0 1| | | | 3 1F F s= = − 、

0 1 1 0| | | | 1F F F F− = − = 。由定理 1 可知 ( , )ECQ s t 不是

条 件 t- 可 诊 断 系 统 ， t 3 1s= − 。 因 此 ，

( ( , )) 3 1ct ECQ s t s< − ， ( ( , )) 3 2ct ECQ s t s −≤ 。证毕。 

下面进一步推导，引入定理 13～定理 15 这 3 个

对于判定 MM 模型下条件故障集合的可区分性至

关重要的定理，并在此基础上推导出交换交叉立方

网络在 MM 模型下的条件诊断度下限。 
定理 13  设 0F 和 1F 是 ( , )ECQ s t 的 2 个不同的

条件故障集合，其中， 0| | 3 2F s −≤ ， 1| | 3 2F s −≤ 。

并且记 H 是 0 1( , ) ( )ECQ s t F F− ∩ 的最大连通分支，

那么对于 0 1F FΔ 中任意的节点u ，都有u H∈ ，其中，

0 1 0 1 1 0( ) ( )F F F F F FΔ = − −∪ 。 
证明  不失一般性，设 0 1u F F∈ − 。由于 1F 是

( , )ECQ s t 的一个条件故障集合，所以必定存在一个

节点 1( , ) { }v ECQ s t F u∈ − − ，使 ( , ) ( , )u v ECQ s t∈ 。

假设u H∉ ，那么 v H∉ 。因此，节点u 和节点 v 都

不属于 H 。由于 0 1F F≠ ，可知 0 1| | 3 3F F s −∩ ≤ 。

因此，根据定理 11 可知， 0 1( , ) ( )ECQ s t F F− ∩ 不连

通时只有 2 个连通分支，其中之一是 ( , )u v ，另一个

是 0 1( , ) ( ) { , }ECQ s t F F u v− −∩ 。另外，可知节点 v 和

节点u 互为对方唯一不在 0 1F F∩ 的邻节点。当 0F 是

条件故障集合时，可知节点 v 的所有邻节点都属于

0F ，这与 0F 是条件故障集合的已知条件相矛盾。

所以假设错误，u H∈ 。证毕。 
定理 14[22]  设图G 满足 ( ) 2Gδ ≥ ，并且 0F 和

1F 是G 的 2 个不同的条件故障集合，其中， 1 0F F⊂ ，

那么 0F 和 1F 在 MM 模型下可区分。 
定理 15  设 0F 和 1F 是 ( , )ECQ s t 的 2 个不同的

条件故障集合，其中， 0| | 3 2F s −≤ ， 1| | 3 2F s −≤ 。

那么 0F 和 1F 在MM 模型下可区分，其中， 2t s≥ ≥ 。 
证明  由定理 14 可知，当 1 0F F⊂ 或 0 1F F⊂ 时，

0F 和 1F 在 MM 模型下可区分。因此，接下来只需

要考虑 0 1| | 1F F− ≥ 并且 1 0| | 1F F− ≥ 时的情况。设

0 1X F F= ∩ ，可知 X 也是 ( , )ECQ s t 的条件故障集

合 ， 由 于 0 1F F≠ ， 则 | | 3 3X s −≤ 。 设 H 是

0 1( , ) ( )ECQ s t F F− ∩ 的最大连通分支，由定理 13 可

知， 0 1F FΔ 中的节点都属于连通分支 H 。另外，可

知 X 的邻节点中最多有 ( 1) | |t X+ 个节点属于 H 。

0 1 0 1 0 1| | | | | | | | 2(3 2) | |F F F F F F s X= + − − −∪ ∩ ≤ 。由

定理 11 可知， ( , )ECQ s t X− 最多有 2 个节点不属

于 H 。由 | | 3 3X s −≤ 和条件 2t s≥ ≥ ，可推导出
12 2 ( 1) | | (2(3 2) | |) 1s t t X s X+ + − − + − − − ≥ 。因此可

知，H 中存在着不属于 0 1F F∪ 也没有任何邻节点属

于 X 的节点，设 u 是 H 中这样的一个节点，即

0 1u F F∉ ∪ ， ( )N u X = ∅∩ 。由于 2t s≥ ≥ ，根据

引理 1 可知节点u 的度大于或等于 3，以下分 2 种

情况进行说明。 
1) 节点u 没有邻节点属于 0 1F FΔ  
由定理 13 可知 0 1F F HΔ ⊂ ，因此，可以找到一

条长度至少为 2 的路径来连通节点u 与 0 1F FΔ 中的

一个节点 v 。设节点 p 和 q是连通到节点 v 之前的 2
个节点，如图 19 所示，其中存在 p u= 的可能。因

此，可知节点 p 、q不属于 0 1F FΔ ，所以存在边 ( , )p q
和 ( , )q v ，由定理 9 可知 0F 和 1F 可区分。 

 
图 19  定理 15 情况 1)证明示意 

2) 节点u 有邻节点属于 0 1F FΔ  
由于 0 1u F F∉ ∪ ， ( )N u X = ∅∩ ，可以进一步分

为节点u 至少有 2 个邻节点属于 0 1F F− 、节点u 至少

有 2 个邻节点属于 1 0F F− 、u 只有一个邻节点属于

0 1F F− 只有一个邻节点属于 1 0F F− 、u 只有一个邻节

点属于 0 1F FΔ 4 种情况。由于节点u 的度大于等于 3，
所以由定理 9 可知，这 4 种情况 0F 和 1F 都可区分。 

证毕。 
定理 16  MM 模型下交换交叉立方网络的条

件诊断度 ( ( , )) 3 2ct ECQ s t s −≥ ，其中， 2t s≥ ≥ 。 
证明  由定理 15 和定理 1 可知 ( , )ECQ s t 在

MM 模型下是条件 t-可诊断系统，t= 3 2s − ，所以

MM 模型下 ( ( , )) 3 2ct ECQ s t s −≥ ，其中， 2t s≥ ≥ 。

证毕。 
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定理 17  MM 模型下交换交叉立方网络的条

件诊断度 ( ( , )) 3 2ct ECQ s t s= − ，其中， 2t s≥ ≥ 。 
证明  由定理 12 和定理 16 可以直接推导出定

理 17，证毕。 

6  仿真实验 

仿真实验将对 ( , )ECQ s t (1 5s t≤ ≤ ≤ )进行计算

分析。通过这种方式来对交换交叉立方网络的拓扑性

质、连通度与连通性质以及条件诊断度进行实验验证。

整个仿真实验包括拓扑性质仿真实验、连通度与连通

性质仿真实验以及条件诊断度仿真实验 3 个部分。 
拓扑性质的仿真实验算法分为节点编码、邻接

性计算、拓扑性质数据统计 3 个处理模块。算法首

先对 ( , )ECQ s t 所有节点进行编码，每一个节点用一

个 1s t+ + 位的二进制数来表示，共 12s t+ + 个节点。

接下来进行邻接性计算，把所有存在邻接性的节点

以二元组的形式保存，形成了一个连通边二元组集

合。最后，根据连通边二元组集合前节点和后节点

的连接查询来进行拓扑性质数据统计。 
以 (1,2)ECQ 为例，其节点用一个 4 位的二进制

数表示 ， 总节点 数 为 1 2 12 16+ + = ，总 边 数为
1 2 1(1 2 2) 2 20+ −+ + × = 。邻接性计算之后形成的连通

边二元组集合为{(0000, 0001), (0001, 0000), (0000, 

1000), (1000, 0000), (1000, 1001), (1001, 1000), 
(0001, 0011), (0011, 0001), (0001, 0101), (0101, 
0001), (0101, 0111), (0111, 0101), (0111, 0011), (0011, 
0111), (0101, 0100), (0100, 0101), (0100, 1100), 
(1100, 0100), (1100, 1101), (1101, 1100), (1101, 
1001), (1001, 1101), (0111, 0110), (0110, 0111), (0110, 
1110), (1110, 0110), (1110, 1111), (1111, 1110), (1111, 
1101), (1101, 1111), (0011, 0010), (0010, 0011), (0010, 
1010), (1010, 0010), (1010, 1011), (1011, 1010), 
(1011, 1111), (1111, 1011), (1011, 1001), (1001, 
1011)}，任意一条边对应 2 个二元组元素，共 40
个二元组元素。根据连通边二元组集合前节点和

后节点的连接查询可得出拓扑性质的仿真实验

结果。 ( , )ECQ s t (1 s≤ ≤ 5t ≤ )的拓扑性质仿真实

验数据如表 2 所示。 
连通度与连通性质的仿真实验算法分为节点

编码、去除约束节点和连通度与连通性计算 3 个处

理模块。其中，节点编码的处理流程与拓扑性质仿

真实验算法中的节点编码相同。第二步需要根据连

通度和连通性的具体约束条件去除相关的节点或

节点集合。连通度与连通性计算是通过对去除任意

x 个节点或节点集合 F 的各种情况建立起各自不

同的连通边二元组集合，然后对每一个连通边二元

表 2 ECQ(s,t) (2≤s≤t≤5)拓扑性质仿真实验结果 

序号  s      t  

拓扑性质 

节点三角 | ( ) ( ) |N u N v∩  
A 和 B 之间是

否含有长度为

4 的环 

N[u]和 N[v]至多出现在几条

相同的水平直线中，其中，
u,v∈ A 

N[u]和 N[v]至多出现在几条

相同的水平直线中，其中，
u∈ A, v∈ B 

1 1 1 不含 ≤1 不含 0 1 

2 1 2 不含 ≤2 不含 0 1 

3 1 3 不含 ≤2 不含 0 1 

4 1 4 不含 ≤2 不含 0 1 

5 1 5 不含 ≤2 不含 0 1 

6 2 2 不含 ≤2 不含 2 1 

7 2 3 不含 ≤2 不含 2 1 

8 2 4 不含 ≤2 不含 2 1 

9 2 5 不含 ≤2 不含 2 1 

10 3 3 不含 ≤2 不含 2 1 

11 3 4 不含 ≤2 不含 2 1 

12 3 5 不含 ≤2 不含 2 1 

13 4 4 不含 ≤2 不含 2 1 

14 4 5 不含 ≤2 不含 2 1 

15 5 5 不含 ≤2 不含 2 1 
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组集合进行连通分支计算。如果所有的情况都只形

成一个连通分支，那么连通度大于或等于 x ，由此

取得 x 的最大值。由于定理 7、定理 8 和定理 11 要

求 2t s≥ ≥ ，所以仿真实验计算了 2 5s t≤ ≤ ≤ 的

10 种情况，实验结果分别如表 3 和表 4 所示。 
条件诊断度的仿真实验算法需要首先调用文

献[23]的条件故障模式（集合）算法取得 ( , )ECQ s t 的

所有条件故障集合，然后按照定理 9 的方法进行条

件故障集合的可区分判定。如果故障节点数不大于

t 的所有条件故障集合都两两可区分，那么

( , )ECQ s t 满足 MM 模型下的条件 t-可诊断，迭代下

去并取得条件诊断度 (t 的最大值 )。 ( , )ECQ s t

（ 2 5s t≤ ≤ ≤ ）10 种情况的条件诊断度仿真实验

结果如表 5 所示。 

表 3  ECQ(s,t) (2≤s≤t≤5)连通度仿真实验结果 

序号 s t  
连通度 

( ( , ) [ ])k ECQ s t N u−  ( ( , ) [ , ])k ECQ s t N u v−

1 2 2 1 1 

2 2 3 1 1 

3 2 4 1 1 

4 2 5 1 1 

5 3 3 2 2 

6 3 4 2 2 

7 3 5 2 2 

8 4 4 3 3 

9 4 5 3 3 

10 5 5 4 4 

表 4 ECQ(s,t) (2≤s≤t≤5)连通性质仿真实验结果 

序号 s  t  | | 2 1F s −≤ 时 ( , )ECQ s t F− 的连通情况 F 是条件故障集合且 | | 3 3F s −≤ 时 ( , )ECQ s t F− 的连通情况 

1 2 2 

| | 2F ≤ 时连通； 

2 | | 3F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 3F ≤ 时连通 

2 2 3 

| | 2F ≤ 时连通； 

2 | | 3F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 3F ≤ 时连通 

3 2 4 

| | 2F ≤ 时连通； 

2 | | 3F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 3F ≤ 时连通 

4 2 5 

| | 2F ≤ 时连通； 

2 | | 3F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 3F ≤ 时连通 

5 3 3 

| | 3F ≤ 时连通； 

3 | | 5F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 5F ≤ 时连通； 

5 | | 6F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（其中之一是一条边） 

6 3 4 

| | 3F ≤ 时连通； 

3 | | 5F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 5F ≤ 时连通； 

5 | | 6F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（其中之一是一条边） 

7 3 5 

| | 3F ≤ 时连通； 

3 | | 5F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 5F ≤ 时连通； 

5 | | 6F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（其中之一是一条边） 

8 4 4 

| | 4F ≤ 时连通； 

4 | | 7F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 7F ≤ 时连通； 

7 | | 9F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（其中之一是一条边） 

9 4 5 

| | 4F ≤ 时连通； 

4 | | 7F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 7F ≤ 时连通； 

7 | | 9F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（其中之一是一条边） 

10 5 5 

| | 5F ≤ 时连通； 

5 | | 9F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（一个平凡、一个非平凡） 

| | 9F ≤ 时连通； 

9 | | 12F< ≤ 时连通或只有 2 个连通分支 
（其中之一是一条边） 
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表 5  ECQ(s, t)(2≤s≤t≤5)条件诊断度仿真实验结果 

序号 s t ( ( , ))ct ECQ s t  

1 2 2 4 

2 2 3 4 

3 2 4 4 

4 2 5 4 

5 3 3 7 

6 3 4 7 

7 3 5 7 

8 4 4 10 

9 4 5 10 

10 5 5 13 

 
仿真实验结果进一步印证 ( , )ECQ s t 相关拓扑

性质、连通度与连通性质以及条件诊断度定理的正

确性。 

7  下一步工作 

与多处理器计算机系统一样，高性能计算机系

统的构建同样需要互连网络。随着高性能计算机系

统中路由器端口和阶数的不断增加，原有的拓扑结

构不再满足需要，于是以 Dragonfly[24]和 Slim Fly[25]

为代表的高阶互连网络[26]成为构建高性能计算机

系统的主要手段。Dragonfly 和 Slim Fly 采取了层次

化的构建思想，这种方式不仅可以减少网络直径，

而且可以有效利用电互连和光互连的特点在保证

低延迟的同时降低成本[27]。高阶互连网络由于具有

通信延迟低、扩展性好、功耗低等特点，使其成为

当下的研究热点。那么与本文研究的交换交叉立方

网络为代表的新型互连网络相比，二者在拓扑性质

与应用领域方面是否存在差异。通过比较 nCQ 、

( , )ECQ s t 、Dragonfly 和 Slim Fly 的拓扑性质，如

表 6 所示。相对 Dragonfly 和 Slim Fly 而言， nCQ 和

( , )ECQ s t 的网络直径较大，由此会产生较大的通信

延迟，进而影响到整个系统的执行速度和支持的任

务粒度。而 Dragonfly 和 Slim Fly 在容错性（包括

连通度和条件连通度）和诊断性（包括诊断度和条

件诊断度）等可靠性参数上还未测定，当出现部分

节点或链路故障的时候，这种类型的互连网络无法

进行故障定位，也缺乏稳定的容错手段。 
因此，以交换交叉立方网络为代表的新型互连

网络，由于具有正规性、对称性、强连通性和可诊

断性等特点，当出现故障的时候，网络不仅可以快

速地进行故障定位，同时，提供了更大的容错能力。

因此，更适用于大规模多处理器计算机系统。而高

阶互连网络主要考虑的是通信延迟、扩展性、功耗

和弹性，因此更加适用于网络通信和高阶路由器的

设计。 
随着系统规模的不断扩大, 高性能计算机将同

时面对通信墙和可靠性墙的挑战[28]。如果能把以

Dragonfly 为代表的高阶互连网络与以交换交叉立

方网络代表的新型互连网络进行交叉融合，那么这

样的互连网络既可以保持高阶互连网络的超低网

络直径，又具备较高的可靠性。以此为目标，本文

进行了初步研究。以 ( , )ECQ s t 为例，表面上看

( , )ECQ s t 并不具备 Dragonfly 的层次结构，但是由

引理 4 可知 ( , )ECQ s t 可划分为 2s 个 tCQ 和 2t 个

sCQ ，不同 tCQ（或 sCQ ）之间互不连接， tCQ 和 sCQ

之间却可能存在直接的连接。如此一来可以把

(2,2)ECQ 划分成如图 20 所示的结构，并进一步规

整成如图 21 所示的层次结构，这种变形以后的拓

扑结构与 Dragonfly 的层次结构高度相似。未来

可以对 ( , )ECQ s t 进行层次化改造，使其在具备高

容错和可诊断性的同时具备 Dragonfly 级别的网

络直径，并可以对发生在这种网络结构上故障进

行算法诊断。因此，这种互连网络的交叉融合有

可能成为解决通信墙和可靠性墙这一列技术难

题的重要方向和手段。未来可以以此为方向进行

深入研究。 

表 6 CQn、ECQ(s, t)、Dragonfly 和 Slim Fly 的拓扑性质 

网络结构 网络直径 连通度 条件连通度 诊断度(PMC) 条件诊断度(MM) 

nCQ  
1

2
n +  

    
 n  2 2n −  n  3 5n −  

( , )ECQ s t  
1 1 2

2 2
s t+ +    + +        

 1s +  2s  1s +  3 2s −  

Dragonfly 3 — — — — 

Slim Fly 2 — — — — 
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图 21  (2, 2)ECQ 层次结构 

8  结束语 

本文以交换交叉立方网络为研究对象，对交换

交叉立方网络的拓扑结构展开研究，通过假设和推

导得出交换交叉立方网络 ( , )ECQ s t 的拓扑性质和

连通度定理。在此基础上证明 MM 模型下交换交叉

立方网络 ( , )ECQ s t 的条件诊断度为3 2s − ，其中，

2t s >≥ 。进而通过仿真实验验证了相关结论的正

确性。最后阐明下一步将在互连网络的交叉融合方

面展开研究。交换交叉立方网络的拓扑性质、连通

度与连通性质以及条件诊断度的研究成果将有利

于进一步厘清交换交叉立方网络的可靠性能，从而

促进交换交叉立方网络的应用和推广。 
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